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10 円の性質の利用

５１ 円と相似

右の図のように，AD⫽BCである台形ABCDが円に内接している。

点 Aにおける円の接線と辺 CBの延長との交点を Eとする。このとき，

△AEB△ACDであることを証明せよ。

解 △AEBと△ACDにおいて，

AEは円の接線だから，接弦定理により，∠EAB=∠ACB

AD⫽BCより，∠ACB=∠CAD

よって，∠EAB=∠CAD…①

四角形ABCDは円に内接しているから，∠ABE=∠ADC…②

①，②より，2組の角がそれぞれ等しいから，△AEB△ACD

217 右の図のように，直径 BCを 1辺とする△ABCが円 Oに内接して

いる。点Aにおける円 Oの接線に Cから垂線をひき，接線との交点を

D，辺 BAの延長との交点を Eとする。このとき，△ABC△DEAで

あることを証明せよ。

218 右の図のように，円に内接する△ABCがある。∠ABCに対するAC上

に点 Dを，∠BACに対する BC上に点 Eを BD⫽ECとなるようにとり，AE

と BDの交点を Fとする。このとき，△ABF△ACDであることを証明せよ。

219 右の図のように，円 Oに内接する鋭角三角形ABCがあり，

点 Aにおける接線 ℓ は辺 BCに平行である。点 Bを通り辺 AC

に垂直な直線と，辺AC，接線 ℓ との交点をそれぞれ D，Eとす

る。接線 ℓ上にあり，DE=DFとなる点で，Eとは異なる点を F

とするとき，次の問いに答えよ。

□⑴ △ABEと△ADFは相似であることを証明せよ。

□⑵ ∠ACB=63°のとき，∠BDFの大きさを求めよ。

220 右の図のように，2つの円 O，O'があり，円 Oは四角形ABCDの外接

円で，円 O'は点Aにおいて直線 BAに接している。円 O'が線分AC，AD

と交わる点をそれぞれ E，Fとするとき，△AEFと△BCDは相似であるこ

とを証明せよ。
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５２ 方べきの定理

円の 2つの弦AB，CD，またはそれらの延長が円周上にない点 Pで交わるならば，

PA×PB=PC×PD

〔証明〕 点 Pが円の内部，外部のいずれにある場合も，同様に証明することができる。

△PACと△PDBにおいて，

∠CAP=∠BDP，∠APC=∠DPB

2組の角がそれぞれ等しいから，

△PAC△PDB

よって，PA：PD=PC：PB

ゆえに，PA×PB=PC×PD

221 円の外部の点 Pからこの円にひいた接線の接点を Tとする。Pを通り，

この円と 2点A，Bで交わる直線をひくと，

PT=PA×PB

が成り立つことを証明せよ。(これも，方べきの定理である。)

222 次の図で，xの値を求めよ。ただし，⑸，⑹で，PTは円の接線である。

□⑴ □⑵ □⑶

A
B

C

D

A
B

□⑷ □⑸ □⑹

223 右の図は，2点で交わる 2つの円の共通な弦ABの延長上に点 Pを

とり，Pからそれぞれの円に接線 PS，PTをひいたものである。このと

き，PS=PTであることを証明せよ。
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５３ 方べきの定理の逆

2つの線分AB，CD，またはそれらの延長の交点を Pとするとき，PA×PB=PC×PDなら

ば，4点A，B，C，Dは同一円周上にある。

〔証明〕 △PACと△PDBにおいて，

PA×PB=PC×PDより，

PA：PD=PC：PB

また，∠APC=∠DPB

2組の辺の比とその間の角がそれぞれ等

しいから，△PAC△PDB

よって，∠PAC=∠PDBより，4点A，B，C，Dは同一円周上にある。

224 一直線上にない 3点A，B，Tがあり，直線ABの延長上の点 Pか

ら直線 PTをひくとき，PT=PA×PBならば，PTは 3点 A，B，T

を通る円の接線であることを証明せよ。(これも，方べきの定理の逆で

ある。)

225 2点 A，Bで交わる 2円がある。線分 AB上に点 Pをとり，点 P

で交わる 2円の弦をそれぞれ CD，EFとする。このとき，4点 C，D，

E，Fは同一円周上にあることを証明せよ。

226 2点 A，Bで交わる 2つの円 O，O'がある。線分 ABの延長上に

点 Pをとり，Pから円 Oに接線 PTをひき，円 O'と 2点 C，Dで交わ

る直線をひく。このとき，PTは 3点 C，D，Tを通る円の接線であるこ

とを証明せよ。

227 円 Oの外部の点 Pからこの円に接線 PS，PTをひき，弦 STと

POの交点を Qとする。また，点 Qを通る弦ABをひく。このとき，

4点A，B，O，Pは同一円周上にあることを証明せよ。
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５４ いろいろな問題

右の図のように，点 Oを中心とする半円に長方形ABCDが内接している。

点Aにおける半円 Oの接線をAT，線分AO，BDの交点を Pとする。

AT⫽BDのとき，AB：ADを求めよ。

解 △ABOと△DABにおいて，∠ABO=∠DAB=90°

AT⫽BDより，∠APB=∠PAT=90°だから，

∠BAO=90°−∠ABD，∠ADB=90°−∠ABDより，∠BAO=∠ADB

2組の角がそれぞれ等しいから，△ABO△DAB

よって，AB：DA=BO：AB

AB=a，BO=bとすると，DA=2b より，a：2b=b：a，a=2b，a= 2 b

AB：AD=a：2b= 2 b：2b= 2：2=1： 2

228 AB=7，BC=5，CA=3，∠ACB=120°の△ABCが円に内接し

ている。∠ACBの二等分線と辺AB，円との交点をそれぞれ D，Eと

し，直線 EAと直線 BCの交点を Fとする。

□⑴ 線分ADの長さを求めよ。

□⑵ AF：BFを求めよ。

□⑶ CD×DEを求めよ。

□⑷ 線分AFの長さを求めよ。

229 右の図のように，点 Pは円 Oの平行な 2つの接線AB，CDの間に

あり，円 Oの外部にある。Pから円 Oにひいた 2つの接線とAB，CD

との交点をそれぞれ Q，Rとする。

□⑴ ∠AQP+∠QPR+∠PRCは何度か。

□⑵ PO=PQ×PRであることを証明せよ。

230 右の図のように，四角形 ABCDが 1つの円に内接し，同時に他の円に

点 E，F，G，Hで外接している。

□⑴ ∠EFHと大きさが等しい角を 3つ書け。

□⑵ ∠BAD=xとするとき，∠EFHを x を用いて表せ。

□⑶ ∠BCD=y とするとき，∠FEGを y を用いて表せ。

□⑷ EGと FHの交点を Pとするとき，∠EPHの大きさを求めよ。

231 2つの角の和が 180°になるとき，その 2つの角は補角をなすと

いう。右の図のように，点 Tで外接する 2円と Tを通らない直線と

の 4つの交点を A，B，C，Dとする。このとき，∠ATDと∠BTC

は補角をなすことを証明せよ。
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232 右の図において，四角形ABCDはAB>ADの長方形である。辺AD

上に点 Oを OA>ODとなるようにとる。OAを半径とする円 Oをかき，

円 Oと CDとの交点を E，円 Oと対角線ACとの交点を Fとする。また，

EOの延長と円 Oとの交点を G，OAと FGとの交点をHとする。

□⑴ △CEF△GHAであることを証明せよ。

□⑵ ∠CEF=84°，AF：FE

=3：2のとき，∠ECFの大きさを求めよ。

233 右の図のように，円 O外の点 Aを通る直線と円 Oの交点を B，C

とし，点 Aから円 Oにひいた 2本の接線の接点をそれぞれ D，Eとす

る。BCと DEの交点を Fとし，弦 BCの中点をMとする。

□⑴ 5点 O，D，A，E，Mは同一円周上にあることを証明せよ。

□⑵ △AFD△ADMであることを証明せよ。

234 右の図のように，AB=5，BC=12，CA=11の△ABCにおい

て，辺 BCの中点をM，∠BACの二等分線と辺 BCの交点を D，3

点A，D，Mを通る円と辺ACの交点を Eとする。このとき，円の

弦AEの長さを求めよ。

235 右の図のように，円 Oの外部の点 Pからこの円に 2点 A，B

で交わる直線と，点 Tで接する接線をひく。また，Tから直線 PO

に垂線をひき，POとの交点をHとする。このとき，4点A，H，O，

Bは同一円周上にあることを証明せよ。

236 右の図のように，1辺の長さが 2の正方形 ABCDがある。その対角線

AC上に点 Gをとる。Gを中心としてAを通る円が，ABと交わる点を P，

ADと交わる点を Q，QCと交わる点を Rとする。

□⑴ ∠PRCの大きさを求めよ。

□⑵ ∠BRC=∠DQCであることを証明せよ。

□⑶ GがAを出発してACの中点まで動くとき，Rはある曲線をえがく。

その曲線の長さを求めよ。
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３章のチャレンジ問題

237 右の図で，直線 STは点Aで大きい円と小さい円に接し，大きい円の弦

BCは点 Dで小さい円に接している。∠x，∠yの大きさを求めよ。

238 右の図のように，円に内接する四角形ABCDの辺AB，BC，CDの中点

をそれぞれ E，F，Gとし，直線ABと GFの交点を P，直線 DCと EFの交

点を Qとする。このとき，4点 E，P，Q，Gは同一円周上にあることを証明

せよ。

239 右の図のように，円に内接する四角形ABCDの辺AB，BC，CD，DA

またはその延長上に，円周上の点 Pから，それぞれ垂線 PQ，PR，PS，PT

をひく。

□⑴ △PQR△PTSであることを証明せよ。

□⑵ BDが円の直径で，PR：RC=3：1，BR：RC=4：3のとき，

△TDCの面積は△QBRの面積の何倍か。

240 右の図のように，2直線 PA，PBが点A，Bで円 Oに接して

いる。線分 PAの中点をMとし，線分 BMと円 Oとの交点を C

とする。また，直線 PCと円 Oとの交点のうち，C以外の点を D

とする。

□⑴ 直線APは 3点 P，C，Bを通る円に接することを証明せよ。

□⑵ PA⫽BDであることを証明せよ。

241 右の図で，点 Oは円の中心，2点A，Bは Oに関して対称な位置にある円

Oの内部の定点である。円周上の任意の点を Pとし，直線 PA，PBと円 Oと

の交点のうち，P以外の点をそれぞれ Q，Rとする。

このとき，AP×AQ=BP×BRであることを証明せよ。
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